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MOVEMENT CHARACTERISTICS OF A PROJECTILE AT THE FINAL STAGE WITH SUPERSONIC SPEED

P. Tkachyck, L. Velychko, M. Voitovych, M. Sorokatyi

One of the key challenges in studying the movement of a projectile in the air is determining the functional relationship
between the air resistance force and the projectile's velocity. Obtaining this relationship analytically can be quite problematic.
Therefore, discrete dependencies between the Mach number and the drag coefficient for a specific type of projectile are
established through experimental research. These relationships are used to determine the values of the aerodynamic drag force,
which are crucial for solving problems in external ballistics.

The authors have developed a methodology for determining the functional relationship between the aerodynamic drag
force and the projectile's velocity, the speed of sound in the air, and some other factors based on solving the inverse dynamics
problem. Experimental studies indicate that there are three different stages of aerodynamic drag force behavior: during the
movement of the projectile at supersonic, subsonic, and transonic speeds. Therefore, the functional dependence of the aerodynamic
drag force on the projectile's motion is determined separately for supersonic, subsonic, and transonic speeds. The shooting tables
provide discrete dependencies between the aiming angle and the projectile's flight distance. The dynamics of the projectile are
significantly influenced by the aerodynamic drag force, the projectile's weight, and the Coriolis force. Since the magnitudes and
directions of the weight and Coriolis force are known, solving the inverse mechanics problem allows us to determine the values of
the aerodynamic drag force. However, a particular feature of the projectile's motion at the final stages with subsonic or supersonic
speeds, which are increasing, is the emergence of an additional lateral air pressure force. This force is initiated by the variable
velocity vector in the front part of the projectile. As a result of mathematical research, it has been established that the lateral air
pressure force is directed perpendicular to the projectile's velocity direction within its trajectory, and its average value has been
determined. It has also been found that its magnitude depends on the direction of the velocity and the altitude transition of the
projectile's speed from subsonic to supersonic. Trajectory graphs of the projectile's motion and speed are provided for the final stage
when its speed is increasing from subsonic to supersonic. A comparison of the kinematic parameters of the projectile's motion
determined by the authors' method with the results provided in the shooting tables reveals certain discrepancies.

Keywords: external ballistics, projectile motion dynamics, aerodynamic drag force, supersonic projectile speed.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ БОЙОВИХ ДІЙ НА ДВОХ ДІЛЯНКАХ
ЗІТКНЕННЯ З ВИКОРИСТАННЯМ ДИНАМІЧНОГО ПРОГРАМУВАННЯ І
ПАКЕТА СИМВОЛЬНОЇ МАТЕМАТИКИ WOLFRAM MATHEMATICA

Робота присвячена важливій проблемі моделювання бойових дій на різних ділянках зіткнення з
можливістю перерозподілу бойових ресурсів в ході бою. Сформульована задача динамічного програмування з
функцією цілі як функцією втрат супротивника, що визначаються за допомогою системи диференціальних
рівнянь Ланчестера в умовах “високоорганізованого” бою, потребує використання однієї з систем
комп’ютерних обчислень. В роботі за допомогою пакета Wolfram Mathematica наводиться комп’ютерна
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реалізація та приклади  розв’язання задачі знаходження оптимальної кількості бойових одиниць, яку має
розподілити перша сторона в початковий момент часу і ще в деякий наступний момент часу по двох
ділянках зіткнення з метою завдати максимальних втрат другій стороні (противнику) до певного заданого
подальшого моменту  часу. Зроблено аналіз результатів розв’язання прикладів.

Ключові слова: рівняння динаміки бою, функція цілі як функція втрат, ділянки зіткнення, перерозподіл
бойових одиниць, ефективна скорострільність, максимізація втрат, допустимість параметрів перерозподілу.

Постановка проблеми
Максимізація втрат противника є основною зада-

чею сторін на різних ділянках зіткнення. Математична
модель перерозподілу бойових ресурсів в ході бою з
цією метою в різні моменти часу приводить до необ-
хідності розв’язання задачі динамічного програмування.

Знаходження максимуму цільової функції як
функції втрат противника у зв’язку з її складністю
потребує комп’ютерних обчислень. В даній роботі
для цього було використано пакет Wolfram Mathematica,
основною перевагою якого над іншими відомими
пакетами (Maple, Mathcad, Mathlab та іншими) є
можливість виконувати як чисельні розрахунки, так
і аналітичні (символьні) перетворення. Все це важливо,
як показує розглянута в статті задача, для моде-
лювання бойових дій в загальному випадку на n  ділян-
ках зіткнення з перерозподілом в mмоментів часу,
коли цільова функція буде мати досить громіздкий
вигляд. Тому доцільно з’ясувати особливості моделю-
вання бойових дій в такій постановці саме за допомо-
гою цього пакета на прикладі більш простої задачі,
коли 2n =  і 2m = .

Аналіз останніх досліджень і публікацій
В роботі [1] методом динамічного програмування

(див. [2]) із застосуванням систем диференціальних
рівнянь Ланчестера (див. [3]), що описують дина-
міку бою між моментами перерозподілу бойових
одиниць по двох ділянках зіткнення однією зі сторін,
розв’язана задача знаходження  максимальних втрат
іншої сторони до заданого моменту часу, а також
відповідної оптимальної кількості бойових одиниць,
які потрібно розподіляти активною стороною по
ділянках в певні моменти часу. Розв’язання цієї
задачі потребує використання комп’ютера, зокрема
це можна зробити у Wolfram Mathematica ‒ пакеті
символьної математики, який може виконувати ана-
літичні та чисельні розрахунки [4,5]. Окремі питання
використання даної системи, зокрема при дослідженні
моделей бойових дій, висвітлені у роботі [6]. Зас-
тосовуються комп’ютерні пакети або програми і при
дослідженні моделей бойових дій,  наприклад, в
роботах [7-10] .

Для моделювання динаміки бою використовую-
ться системи диференціальних рівнянь Ланчестера,
застосування яких з різними параметрами підтверджує-
ться і останніми публікаціями, наприклад, [11, 12].

Відзначимо, що матеріал даної статті розглянуто
на конференції [13].

Мета статті
Розв’язати за допомогою пакета Wolfram

Mathematica задачу максимізаціїї втрат супротивника
по двох параметрах (кількостях бойових одиниць, які
має можливість одна сторона розподілити на першу
ділянку зіткнення в початковий момент часу і пере-
кинути з першої ділянки на другу в деякий наступний
момент часу), враховуючи допустимість цих пара-
метрів. Навести приклади і проаналізувати  результати
їх розв’язання.

Виклад основного матеріалу
1. Вхідні дані задачі та отримані результати.

Наведемо  постановку задачі (див. [1]).
1. Розглядається бій між двома угрупованнями:

сторонами 1, 2 з чисельностями K, L відповідно. Сто-
рони воюють на двох ділянках зіткнення. Вони мають
однорідні бойові  одиниці, не обов’язково однорідні
між собою.

2. В момент часу 0 0t =  на першу ділянку зітк-
нення розподіляється деяка кількість бойових одиниць

1K  сторони 1 (ефективна скорострільність кожної бойо-
вої одиниці дорівнює 1a ) і деяка кількість бойових
одиниць 1L сторони 2 (ефективна скорострільність ‒

2a ); на другу ділянку, відповідно, 1K K-  одиниць
сторони 1 (ефективна скорострільність ‒ 1a ) і 1L L-
одиниць сторони 2 (ефективна скорострільність ‒ 2¢a ).

3. В момент часу 1 0t t>  з першої ділянки на
другу перекидається деяка кількість 2K  не ушкодже-
них бойових одиниць сторони 1.

4. Бій продовжується до моменту часу 2 1.t t>
5. Для моделювання динаміки бою використо-

вуються системи диференціальних рівнянь Ланчестера.
Вважається, що між моментами часу kt  і 1 ( 0,1)kt k+ =
бій відбувається за умов “високоорганізованого
бою” [3].

6. Після перерозподілу бойових одиниць сто-
рони 1 з першої ділянки на другу відбувається зміна
середньої ефективної скорострільності бойових оди-
ниць сторони 1. Середня ефективна скорострільність
сторони 2 залишається незмінною.

Задача полягає в тому, що на кожному з двох
етапів бою, починаючи з останнього (згідно з мето-
дом динамічного програмування), необхідно максимі-
зувати адитивну функцію цілі, що є сумою втрат
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сторони 2 на двох ділянках зіткнення в моменти часу

1 2,t t  за параметрами 1K  і 2K , відповідно. При цьому
кількість неушкоджених одиниць обох сторін як функ-
ції часу знаходяться за допомогою відповідних роз-
в’язків систем диференціальних рівнянь Ланчестера
із заданими початковими умовами, що залежать від
параметрів 1K  і 2K  [1].

Втрати сторони 2 на другому етапі бою, тобто
від моменту часу 1t  до моменту часу 2t ,  позначаю-

ться 2 1 2( , )w K K  і обчислюються за формулою

2 1 2 2 1 1 2 2 1 2ˆ( , ) ( , ) ( , , )w K K x t K x t K K= - +

2 1 1 2 2 1 2ˆ( , ) ( , , )y t K y t K K+ - ,
де кількості неушкоджених бойових одиниць сторони 2,
відповідно, в моменти часу 1 2,t t :
на першій ділянці

1 2 1 1 2 11
2 1 1 1

2

1( , )
2

t tx t K K e ea a - a aa æ ö= - + +ç ÷a è ø

1 2 1 1 2 1
1

1 ,
2

t tL e ea a - a aæ ö+ +ç ÷
è ø

               (1)

на другій ділянці

1 2 1 1 2 11
2 1 1 1

2

1( , )
2

t ty t K K e e
¢ ¢a a - a aæ öa

= - +ç ÷
¢a è ø

( ) 1 2 1 1 2 1
1

1
2

t tL L e e
¢ ¢a a - a aæ ö

+ - + +ç ÷
è ø

1 2 1 1 2 11

2

1
2

t tK e e
¢ ¢a a - a aæ öa

+ - +ç ÷
¢a è ø

 ,      (2)

на першій ділянці

2 2 1 2ˆ ( , , )x t K K =

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )1
2

2

1
2

t t t tK e e
¢¢ ¢¢a a - a a -¢¢ æ öa

= - +ç ÷
a è ø

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
2 1 1

1 ( , )
2

t t t tx t K e e
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+ + +ç ÷
è ø

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
1 1 1

1 ( , ) ,
2

t t t tx t K e e
¢¢ ¢¢a a - a a -æ ö

+ - +ç ÷
è ø

   (3)

на другій ділянці
2 2 1 2ˆ ( , , )y t K K =

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )1
2

2

1
2

t t t tK e e
¢ ¢ ¢ ¢a a - a a -¢ æ öa

= - + +ç ÷
¢a è ø

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
2 1 1

1 ( , )
2

t t t ty t K e e
¢ ¢ ¢ ¢a a - a a -æ ö

+ + +ç ÷
è ø

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
1 1 1

1 ( , ) .
2

t t t ty t K e e
¢ ¢ ¢ ¢a a - a a -æ ö

+ - +ç ÷
è ø

     (4)

Кількості неушкоджених бойових одиниць сто-
рони 1, відповідно, в моменти часу 1 2,t t :на першій
ділянці

1 2 1 1 2 1
1 1 1 1

1( , )
2

t tx t K K e ea a - a aæ ö= + +ç ÷
è ø
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1
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              (5)

на другій ділянці
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                 (6)

на першій ділянці
1 2 1 2ˆ ( , , )x t K K =

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
2

1
2
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(7)

на другій ділянці

1 2 1 2ˆ ( , , )y t K K =

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
2

1
2

t t t tK e e
¢ ¢ ¢ ¢a a - a a -æ ö

= + +ç ÷
è ø

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )2
2 1 1

1

1 ( , )
2

t t t ty t K e e
¢ ¢ ¢ ¢a a - a a -¢ æ öa

+ - + +ç ÷
¢a è ø

1 2 2 1 1 2 1 2( ) ( )
1 1 1

1 ( , ) .
2

t t t ty t K e e
¢ ¢ ¢ ¢a a - a a -æ ö

+ +ç ÷
è ø

(8)

Відповідні змінені ефективні скорострільності пер-
шої сторони після часу 1t  на першій і другій ділян-
ках, відповідно,

2
1 1

1 1 1
1

( , )
K

x t K
æ ö¢¢a = a -ç ÷
è ø

; 2
1 1

1 1 1
1 .

( , )
K

x t K
æ ö¢a = a +ç ÷
è ø

Така зміна ефективних скорострільностей пер-
шої сторони (на другій ділянці вона зросте, а на першій
зменшиться) обумовлена, наприклад, перерозподілом
бойових одиниць на передових позиціях ділянок зітк-
нення або заміною озброєння на більш чи менш
ефективне.

Цільова функція на другому етапі бою:

Тут 1 1 1( ; )x t Ké ù -ë û ціла частина числа 1 1 1( ; )x t K .
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Сумарні втрати за весь бій становлять величину

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1( ) ( , ) ( , ) ( ).w K L x t K y t K W K= - - +

Кінцева цільова функція за підрахунками сумар-
них максимальних втрат сторони 2 за весь бій має
вигляд:

2. Приклади та їх розв’язання за допомогою
пакета Wolfram Mathematica.

Приклад 1. За умов 1-6 відбувається бій між
двома угрупованнями: стороною 1 і стороною 2.
(Для перевірки роботи запропонованої моделі взяті
числа, які спрощують обчислення. В подальшому їх
можна буде прив’язати до конкретної статистики
бойових дій). Сторона 1 має 60 бойових одиниць,
середня ефективна скорострільність кожної бойової
одиниці ‒ 2,4 постріли за годину. Друга сторона має

90 бойових одиниць, причому на першу ділянку роз-
поділено 60 бойових одиниць з середньою ефективною
скорострільністю 1,4 постріли за годину, а на другу
ділянку ‒ 30 бойових одиниць з середньою ефектив-
ною скорострільністю 2 постріли за годину. Яку кіль-
кість бойових одиниць потрібно розподілити стороні
1 на першу ділянку в початковий момент часу і пере-
кинути з першої ділянки на другу через 0,2 години,
щоб через 0,3 години сторона 2 мала найбільші втрати?

Розв’язання полягає в наступному:
У Wolfram Mathematica вводимо початкові умови

задачі у вигляді списку: початкові кількості бойових
одиниць сторін 1 і 2, кількість бойових одиниць сто-
рони 2 на другій ділянці, середні ефективні скоро-
стрільності сторін 1 і 2 на ділянках 1 та 2. Наступним
кроком вводимо формули для обчислення кількості
неушкоджених бойових одиниць в момент часу 1t
сторін 1, 2 на обох ділянках:

Зазначимо, що для заданого часу 1t  параметр

1K  може приймати лише допустимі значення, вихо-
дячи з умов, що на кожну ділянку зіткнення має бути
розподілена принаймні одна бойова одиниця і всі
розв’язки (1), (2), (5), (6) мають бути додатними  при
цих значеннях 1K .

Наступними кроками відсікаємо всі значення пара-
метра 1K , при яких кількість неушкоджених бойових
одиниць сторони 1 на першій ділянці стає менше двох
або кількості неушкоджених бойових одиниць сто-
рони 1 на першій ділянці та сторони 2 на обох ділян-
ках стають від’ємними і встановлюємо значення

1K – кількість бойових одиниць, яку можна розподі-
лити стороні 1 на перше поле в початковий момент
часу. За виведеними результатами бачимо, що 1K
може приймати значення від 18 до 48 (якщо на
першу ділянку в початковий момент розподілити 17
бойових одиниць, то в момент часу 1t  немає чого
перекидати на другу ділянку, а якщо на першу
ділянку в початковий момент розподілити 49 бойо-
вих одиниць, то на другій ділянці для сторони 1 бій
закінчиться раніше часу 1 0, 2t =  год.). Наступний

код виводить 1K  і четвірки ( )1 2 1 2; ; ; .x x y y :
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Далі для кожного 1K  в раніше знайдених допус-
тимих межах знаходимо допустимі значення пара-
метра 2K  (тобто, яку кількість бойових одиниць із
числа 1 1 1( , )x t K  одиниць сторони 1, що залишись
неушкодженими на першій ділянці, можна перекину-

ти на другу ділянку). Для цього знаходимо

такі, щоб для всіх цілих  на першій ді-

лянці зіткнення після перекидання бойових одиниць

на другу ділянку залишилась принаймні одна оди-
ниця і розв’язки (3), (4), (7), (8) були додатними.

Справедливо, що Якщо для

деякогоК1 не підбираються  за зазначеними ви-
ще умовами, то таке 1K  потрібно виключити з розгляду.

Далі наводиться код (див. код 1) за підрахунком
кількості бойових одиниць обох сторін, що залиши-
лись неушкодженими в момент часу 2t .
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Код 1:

Наступний код (див. код 2) для кожного допус-
тимого 1K  визначає допустимі 2K . В ньому формує-
ться масив у масиві (внутрішній масив KI формує
список пар 1 2( ; )K K для фіксованого значення пара-
метра 1K , а зовнішній масив А   ̶  перебирає списки
по всіх 1K ). Виведено пари допустимих значень
параметрів 1 2( ; )K K , причому одному значенню 1K
може відповідати декілька значень 2K . Зауважимо,
значення параметра 1K від 18 до 22, які були виявлені
на першому етапі програми, виключаються з розгляду.
Тому в наступному коді (див. код 3) формується масив

AA, який виключає порожні пари з масиву A. Далі в
цьому коді для кожної пари 1 2( ; )K K  підраховуються
втрати сторони 2 на другому етапі бою, а саме

2 1 2( , )w K K , і для кожного 1K  знаходяться найбільші
втрати 2 1( )W K  по всіх відповідних 2K  із внутріш-
нього масиву KI, запам’ятовується оптимальне 2K  і об-
числюються втрати сторони 2, а саме 1 1( )w K . Формує-
тьсямасив Fчетвірок. ( )1 2 2 1 1 1; (оптимальне); ( ); ( )K K W K w K
Нижче наведено три коди і результати сформульо-
ваних обчислень.

Код 2:
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Код 3:

Допустимі пари ( )1 2; :K K

Четвірки ( )1 2 2 1 1 1; (оптимальне); ( ); ( )K K W K w K :
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Наводимо код для друку шестірок ( )1 2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ; (оптимальне); ; ; ; :K K x y x y

Тепер з отриманих значень 1 1( )w K  обираємо
найбільше. Значення 1K , що відповідає найбільшому з
отриманих 1 1( )w K , є оптимальним числом бойових
одиниць сторони 1, яке потрібно розподілити на
першу ділянку  в початковий момент часу. Значення

2K , що відповідає оптимальному 1K , є теж опти-
мальним числом бойових одиниць, яке потрібно пере-
кинути з першої ділянки на другу в момент часу 1t .
Значення 1 1 1( )W w K= , округлене до натурального,
де 1K  оптимальне,  і є найбільші втрати сторони 2.

Висновки до прикладу 1:
1. Найбільші втрати сторони 2 на момент часу

2 0,3t =  год дорівнюють приблизно 35 бойових оди-
ниць, при цьому в початковий момент часу потрібно
розподілити для сторони 1 на першу ділянку 48
бойових одиниць, а на другу ‒ 12 бойових одиниць,
а потім в момент часу 1 0, 2t =  год потрібно з першої
ділянки на другу перекинути приблизно 28 одиниць
з 34 (що залишились неушкодженими).

2. Зауважимо, що переваги в кількості бойових
одиниць на початку бою були у сторони 2 на 30
одиниць (а саме: 60 у першої сторони, 90 у другої
сторони), а на момент часу 2 0,3t =  год стороною 1 і

стороною 2 знищено однаково приблизно 35 одиниць.
Тобто на початку бою переваги були у другої сто-
рони, але за рахунок оптимального розподілу бойових
одиниць першої сторони по ділянкам зіткнення в
початковий момент часу і через 0,2 год в результаті
через 0,3 год першою стороною знищено бойових
одиниць стільки, скільки і другою.

Розглянемо приклад 2 в більш короткому форму-
люванні. Нехай

1 155, 16, 20,K L L L= = - =

1 2 22,6 , 1,4 , 2, 2 ,постр постр постр
год год год

¢a = a = a =

1 20,2 0,3t год, t год= = .

Наводимо коротко тільки результати, а саме до-
пустимі значення параметра 1K  і відповідні кількості
неушкоджених бойових одиниць обох сторін в момент
часу 1t : 1 2 1 2( ; ; ; )x x y y .

Далі отримано, що виключаються всі 1K , крім
25, і виводиться

( )1 2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ; (оптимальне); ; ; ; .K K x y x y
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Маємо єдину четвірку
( )1 2 2 1 1 1; (оптимальне); ( ); ( )K K W K w K .

Висновки до прикладу 2:
1. Допустимим значенням є тільки одне значення

1K , а саме 1 25K = .
2. Найбільші втрати сторони 2 на момент часу

2 0,3t =  год дорівнюють приблизно 36 бойових
одиниць, при цьому в початковий момент часу
потрібно розподілити для сторони 1 на першу ділянку
25 бойових одиниць, а на другу ‒ 30 бойових оди-
ниць, а потім в момент часу 1 0, 2t = год потрібно з
першої ділянки на другу перекинути 1 одиницю з 22
одиниць, що залишились неушкодженими.

3. Те, що в масиві F отримано єдину четвірку
(тобто допустимим є тільки одне значення параметру

1K , воно і є оптимальним) пояснюється тим, що час

2t  співпадає з часом закінчення бою (повним знищен-
ням сторони 2).

Висновки
В роботі розроблена методика математичного

моделювання бойових дій на двох ділянках зіткнення.
При цьому одна зі сторін (активна) має можливість в
два задані моменти часу перекидати свої бойові
ресурси з одного поля бою на інше. Запропонована
методика базується на поєднанні застосування дифе-
ренціальних рівнянь Ланчестера, методу динамічного
програмування і пакета Wolfram Mathematica. За
допомогою цієї методики встановлено, як визначати
допустимі значення двох параметрів, що є відповідно
кількостями бойових одиниць, які має перша сторона
розподілити в початковий момент часу на першу
ділянку зіткнення і перекинути в наступний момент
часу з першої ділянки на другу для досягнення мак-
симальних втрат другої сторони. Чисельні експери-
менти засвідчують, що не маючи перевагу на початку
бою на своєму боці, можна за рахунок оптимального
розподілу бойових одиниць нанести максимальні
втрати супротивнику, по-друге, за рахунок цього
можна в певний момент часу завершити бій повним
його знищенням.
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MATHEMATICAL SIMULATION OF COMBAT ACTIONS ON TWO ENCOUNTERS USING DYNAMIC
PROGRAMMING AND WOLFRAM MATHEMATICA PACKAGE

О. Fursenko, N. Chernovol, H. Antonenko

The work is devoted to the important task of modeling combat operations at various areas of the conflict with the possibility of
redistribution of combat resources during the battle. The problem of dynamic programming is formulated with the objective function
as a function of the enemy's losses. This function is determined using the system of differential equations of Lanchester in the
conditions of "highly organized" combat. In the work, using the Wolfram Mathematica package, a computer implementation of the
solution to the problem of finding the optimal number of combat units, which should be distributed by one of the parties at the initial
moment of time to the first site of the collision and then transferred from of the first site to the second at some subsequent moment of
time with the aim of inflicting maximum losses on the other side (the enemy) at a certain moment of time. Examples of this
implementation are given. Conclusions are made based on the sample solutions tables. Firstly, the side having a disadvantage in
combat units at the beginning of the battle can destroy a significant part of the enemy due to the optimal distribution of combat units.
Secondly, due to the optimal distribution of combat units, it is possible to end the battle by completely destroying the enemy at a
certain point of time. The examples have shown the ability of the computers to predict the outcome of the battle at two points of
contact. The computer  program can be organized to destroy as much of the enemy’s armory as possible before a certain moment of
time, or to destroy it completely at a certain moment of time. The results of this work will be used to solve the more general problem
of redistributing combat resources across different areas of the conflict (more than two) at different points in time (more than two).
In addition, a similar approach can be used when the battle between the parties is "poorly organized" or is a battle with
reinforcements, etc.

Keywords: equations of battle dynamics, target function as a function of losses, areas of collision, redistribution of combat
units, effective rate of fire, maximization of losses, admissibility of redistribution parameters.


